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1. fdésignant une fonction continue et bornée sur R, on pose, pour tout entier n non nul, I, = f eftnf(t)dt.
0

Etudier 'existence de I, et calculer la limite de la suite (I,,).

+00 2 .
2.  On pose, quand cela a un sens, f(z) = Zef" . fest-elle sommable sur R}, ? Si oui, calculer son intégrale.

n=1

In(l1—z)

X

3. Prouver que la fonction z est Intégrable sur ]0,1] et représenter son intégrale comme une somme

- N . . In(1+=z
de série. Méme question avec la fonction z > ¥ .
x

4. Pour n € N, onnote A, lalongueur de la courbe représentative de la fonction ¢+ ¢" sur [0,1].

a. Donner une formule intégrale pour A, (ca figure quelque part dans votre cours), et vérifier que 1'on a :
1

1
A\, fnft"*ldt = f dt =1,.
g g \/1+n2t2n72 + !

b. Déterminer la limite de la suite (I,). En déduire la convergence de la suite (A,), ainsi que la valeur de

n n

sa limite.
c. En quoi ce résultat était-il prévisible ?

B +00
5. Prouver que ftitdt = Zn”” (étrange similitude, non ?).
0 n=1

6. Soient (a,) et (b,) deux suites de complexes telles que la suite (a, cosnz + b, sinnz) tende vers 0 pour tout

réel .
a. Prouver que la suite (a,) tend vers 0, ainsi que la suite (b, sinnz) pour tout réel z.
w
b. On suppose la suite (b,) bornée. Prouver alors que la suite d'intégrales f |bn sin mf|2 dt| tend vers 0. En
0
déduire que la suite (b,) tend vers 0.
c. On ne suppose plus la suite (b,) bornée. En envisageant (3, = inf(17|bn|), prouver que le résultat de la

question précédente reste vrai.
d.* Pourquoi le résultat a prouver est-il trivial pour la suite (a,) mais pas pour la suite (b,) 7
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+00
7. Soit Zan une série de complexes supposée absolument convergente. On pose M = Z|a
n=0

n|'

a. Enoncer le théoreme d'intégration terme a terme d'une série de fonctions sur un intervalle I quelconque.

a,t" _
On pose, pour tout entier n et tout réel positif ¢ : f, () = ——e '

n!

b. Justifier que la suite (a,) est bornée, et que la série de fonctions Z f, converge simplement sur R™ .

+00
c. Prouver que ¢ Z f,(t) est continue sur R* .
n=>0

+00
d. Justifier que pour tout entier n, la fonction g, : t > t"e”" est intégrable sur R et calculer f g, (t)dt.
0

+0o0
En déduire la convergence et la valeur de f | f (t)| dt .
0

+00 [ 4o

a t" ; +00
e. Prouver que f Z ”' e ' |dt = Zan :
n!
n=0

o (n=0

8. Soit E u, une série de fonctions positives et continues sur un intervalle I de R, qui converge simplement sur

+00
1. On suppose que la fonction S : z +— Zun (z) est continue sur 1.
n=0

a. On suppose que l'une au moins des fonctions u,  n'est pas intégrable sur I. Prouver que S n'est pas
intégrable sur I.

b. On suppose que les fonctions u, sont toutes intégrables sur [ mais que la série Z f u, est divergente.
I
Prouver que S n'est pas intégrable sur .

XMP 2021-2022 : Autour des théoremes de Lebesgue Frédéric Dupré, classe de MP du lycée Camille Vernet, Valence



