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INTÉGRALES IMPROPRES 
 
 

1. Étudier la convergence des intégrales impropres suivantes : 
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2. Les deux questions sont indépendantes. 

  a. La fonction 
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  b. Soit a un réel strictement positif. La fonction 
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3. Existence et calcul des intégrales suivantes : (pour la a., on la fera à la main, puis en posant 1u t=  (ruse de 

Sioux !)). 
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4.  a. Prouver l’existence de 
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= ∫  (a et b étant deux réels strictement positifs).  
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→ ∫  (on pourra encadrer cette intégrale). 

  c. Calculer I en exprimant l'intégrale de x à +∞  à l’aide d’intégrales de 
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5. Soit f une fonction de classe 1
C  sur +

R , à valeurs dans R . On suppose f et f ′  intégrables sur +
R .  

 Prouver que f tend vers 0 en +∞ . Prouver que 2f  est intégrable sur +
R . 

 

6. Pour a réel strictement positif, on pose 
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t
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= . Prouver que af  est intégrable sur [1, [+∞  si et 

seulement si 1a > . Prouver cependant que l’intégrale de af  est toujours convergente sur [1, [+∞ .  

 

7.  a. Soit f une fonction continue sur [1, [+∞ . Prouver que si 
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  b. Prouver que si f est intégrable sur [1, [+∞ , alors ( )t f tα֏  l'est aussi pour 1α > . Que dire si 1α <  ? 
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8.* Soit f une fonction continue et 1-périodique de +
R  dans C . Prouver, pour tout réel strictement positif λ , 

l'existence de l'intégrale 
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−λ = ∫ λ . Déterminer la limite de F en +∞ , puis en 0+ (pour cette dernière 
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9. Soit I un intervalle de R . Pour n dans *N , on note ( )n
IL  l’ensemble des fonctions f, continues par 

morceaux de I dans C , telles que nf  est intégrable sur I. 

  a. On suppose que [ , [I a b=  avec b fini. Prouver que ( )n
IL  est inclus dans 1( )IL  et que, plus 

généralement, ( )p
IL  est inclus dans ( )q

IL  dès que p q> . 

  b. On suppose que [ , [I a +∞= . Prouver que si 1n > , on n’a aucune inclusion entre ( )n
IL  et 1( )IL . 

   

10. On veut prouver que 
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=∫  (intégrale nommée « intégrale de Dirichlet »). 
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11. Représentation intégrale de la constante d’Euler 

  a. On pose, pour n dans *N , 
0

e ln d
n

t
nv t t

−= ∫ . Prouver que nv  existe et que la suite ( )nv  est 
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  b. Prouver que pour n dans *N , on a : 
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  d. Prouver que pour tout réel x, on a e 1x
x≥ + . En déduire que nR  est positif. 

  e. Prouver que pour tout x de [0,1 2] , on a 2ln(1 )x x x− ≥− −  et en déduire, pour x dans [0, 2 ]n  les 
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 f. Prouver que la suite ( )nR  tend vers 0, et en déduire que 
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12.* Convergence et calcul de 
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∫ ∫  (intégrer par parties tant que nécessaire). 


