XMP 2021-2022 Corrigé du DS N°4

Pour z réel élément de |—1,1], et n entier naturel non nul, on pose :

u, (r) =In(l+2").

Etude sur [0,1] de la série de fonctions Z u,

1. a. Prouver, pour tout réel positif u, les inégalités : 0 < In(14+u) < u.

La minoration est triviale. Pour la majoration, on a le choix entre [’étude de la fonction

ut> u—In(l+u) ou linvocation d’une inégalité de concavité de In(l+u) dont le graphe est sous sa tangente d
lorigine.
b. En déduire que la série de fonctions Zun converge simplement sur [0,1], et que cette convergence est
uniforme sur tout intervalle de la forme [0,a] avec 0 < a <1.
La majoration 0<In(l1+2")<z" prouve & [l'évidence la convergence de la série Zun(z) pour
z €[0,1] puisque la série majorante est géométrique de raison x. De plus, pour z €[0,a], 0 <wu, (v) < a" qui est le

terme général d’une série convergente indépendadnte de x. On a ainsi prouvé la convergence normale, donc

uniforme, de la série de fonctions Zu" sur [0,a].

+00
On pose désormais, pour x réel élément de [0,1], f(z) = Zln(l +z").

n=1

2. a. Prouver que la fonction fainsi définie est continue sur [0,1] .

Les fonctions u, que l'on somme sont continues sur [0,a], segment sur lequel la série de fonctions
Zun converge uniformément. La fonction f est donc continue sur [0,a] et, cela étant vrai pour tout a €[0,1], f
est continue sur [0,1] .

X

b. Calculer f(0), prouver que fest croissante sur [0,1] et que Yz €[0,1], f(z) < ! .
—z
f(0) =0 puisque c’est la somme de la série nulle. Chaque fonction u, €tant croissante sur [0,1] , on peut

n n
écrire, pour 0 <z <y<1l et neN* : Zuk(x) < Zuk(y) 1l reste a faire tendre n vers linfini pour obtenir
k=1 k=1

fz) < fly). Le saviez-vous ? Il est possible de prouver qu’une fonction est croissante sans pour autant la

dériver !l Enfin, ¥V z €10,1], f(z) < Zx" S

b. Prouver que pour tout réel u élément de [0,1], on a l'inégalité : In(1+ u) > %

Il y a juste a étudier la différence ut> ln(l—i—u)—%. On remarquera que l’équivalent In(l+ u)~u
0

prouve que l'inégalité demandée est vraie au voisinage de 0 mais ne dit nullement que ce voisinage s’étend d [0,1] .

c. En déduire une minoration de f(z) par une fonction simple (ne comportant plus de signe X ), puis la

limite de fen 1.
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Il résulte de la question 2.b. que ¥z € [0,1],
n=1
3. Prouver que fest de classe C' sur [0,1] , et déterminer sa dérivée sur cet intervalle
Chaque fonction wu, est de classe C sur [0,1], intervalle sur lequel la série de fonctions Zu converge
simplement. Soit alors [0,a] un segment inclus dans [0,1] . Pour z €[0,a], on a
n—1
0<u'(z)= <t
n n
14z
"1 par 1/n2 pour n assez

Mais la série Zna est convergente (par d’Alembert ou bien en majorant na
grand). La série dérivée converge donc uniformément sur tout segment inclus dans (0,1, ce qui permet de conclure

que f est de classe C* sur [0,1] et que 'on peut la dériver terme d terme sur cet intervalle

In(1+ 2"). Par ailleurs, on définit une

4. On fixe un réel z de l'intervalle [0,1] et 'on pose, pour ¢t € R", g(t) =
In(1
fonction h sur ]0,1] par h(u) = M
u
a. Prouver que h se prolonge en une fonction continue sur [0,1]
Il est infiniment classique que lim h(u) =1.
u—0
(1 +
n(l +u)
On posera désormais N = fh f
0 0

b. Etudier la monotonie de la fonction g et en déduire, pour N € N * | 1'encadrement
N+1 N
)< [In(+ ')t

f In(1+ z')dt < Zu
n=1
La fonction g est trwzalement décroissante puisque 0 <z <1 et, une fois encore, pas besoin de la

dériver pour s’en convaincre ! On fait alors un beau dessin et on obtient l’encadrement demandé par une hyper-

1
fh (Wdu < f(z) < — [ hiu)du
lnmo

N N+1 LA
fln(l—i—x = fln1+u)ucllnx et flnl—i—x = flnl—i—u)

On remplace dans l'inégalité de la question precedente et on fait tendre N wvers l'infini pour obtenir

classique comparaison avec une intégrale
c. Grace au changement de variable v = z' dans les intégrales précédentes, en déduire 1'encadrement

du
ulnz

Inz

1

l’inégalité demandée.
d. Donner un équivalent simple de f(z) au voisinage de 1~ .
x
Par continuité des intégrales fonctions de leur borne supérieure, on sait que fh(u)du — fh(u)du. On
0 z—1
(g —A A
en déduit que f(z)~——~ .
rlnzirl-—x
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5. On se propose dans cette question de calculer la valeur de A.

a. Soit (f,) une suite de fonctions continues de [a,b] dans R, convergeant uniformément sur [a,b] vers une

fonction f.
b

Prouver que l'intégrale f f(t)dt a bien un sens et, en majorant la différence, prouver que :

a

lim f dt—ff

n—+00

Les [, étant continues et com}ergeant umformement vers f, la fonction f est continue et l’intégrale

b

ff()dt a donc bien un sens. Alors, ff dt—ffn t)dt <f|f ()|dt<(b—a) OC(f—f,,L):OO

a

b. En raisonnant sur les sommes partielles, prouver que si E u, est une série de fonctions numériques

continues sur [a,b] qui converge uniformément, alors on a le théoréme d’intégration terme & terme suivant :

qu dt—Zf

n=0 ,
n +00
On pose S, = Zuk . La suite (S,) converge uniformément vers la fonction t - Zuk(t) donc, en
k=0

appliquant a S, le résultat de la question précédente, il vient :

b
f Zu” dt—hme dt—hmqu dt—hme dt-%{uk(t)dt.

o n=0 a

c. Rappeler le développement en série de In(14 u) obtenu dans le cours ainsi, bien stir, que son domaine de

validité.
~+00 ’ un
Vu€l-11, In(l+u) = Z(_l)nq v
n=1 n

d. Prouver que pour a €[0,1], on a :

f ln(l + U’) du = f(*l)ykl CL_’;
n

0 u n=l1

1l y a juste a vérifier les hypothéses du théoréme d’intégration terme a terme établi a la question
précédente :
In(1+wu +00 3 n—1
(—+) = Z(fl)" lu—, les fonctions que l'on somme sont continues sur [0,a] et la convergence y
u n=1 n

n—1
n—1 U

n—1
a

n—1 . L .
<a"" qui est le terme général d’une série

(=1)

est normale donc uniforme puisque Y u € [0,al,

n n

géométrique convergente indépendante de x. Il vient donc :

0 u o n=l1 n=1 n:l
+00 n—1
o o (—1)
e. En justifiant précisément le passage a la limite, prouver que A = Z— .
n=1 n
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1l s’agit de passer a la limite dans l’égalité précédente en utilisant le théoréme dee sommation des limites.

1
In(1 In(1
D’une part, par continuité des intégrales fonctions de leur borne supérieure, fMdu — fMdu
U a—1" [
0

a

0

n n—1
) et G o . . =
D’autre part, chaque fonction v, :at> (—=1)" 1—2 a une limite finie en 1 égale a (—2, la convergence de
n n

Zvn est uniforme car normale sur [0,1] puisque |vn(a)| < % et enfin 1 €[0,1].
n

+00
f. Onpose S =((2)= Z% Prouver que A = %S .
n=1"1

On calcule S —N de maniére d tuer les indices impairs et a doubler les indices pairs, ce qui donne

S-A=2
2

6. Cette question propose une méthode de calcul assez peu connue de ((2).
On pose, pour n € N :
‘rv/? ‘rv/?
W = f cos® tdt et 7, = f t* cos®™ tdt .
0 0

a. Prouver que, pour tout n € N,ona W, = MW .
" 2n+2 "
7(/2
= f cos™ 2 tdt
0
7(/2
= f costcos™ ¢ dt
0
‘rv/? ‘rv/2
= [sin tcos™™ ! t} +(2n+ 1)f sintsin t cos™ ¢ dt
0 0
7(/2
=(2n+ 1)f (1—cos” t)cos™ tdt = (2n + nw, =w._..).

0
b. Prouver, par deux intégrations par parties successives, que pour tout n >1 on a :

W =n(@2n-1Z ,—2nZ).
‘rv/2
W = f cos®™ tdt
0
“/2 ‘rv/2
= [t cos™" t} + an tsintcos”™ ' tdt
0 g
tQ “/2 ‘rv/2 t2
=0+2n Esintcos?'“1 t| - an E(coszfcos?'“1 t—(2n —1)sin® tcos™ > t)dt
0 0
‘rv/?

= —nf t* (cos™ t — (2n —1)(1 — cos® t) cos™ * t) dt
0

=n((2n—-1Z, , —2nZ).

Je pense que le coté inhumain de ce calcul n’aura échappé a personne !!!
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Z,
c. On pose, pour n €N, Q = W" Prouver la relation suivante :

n

1
vn Z 1’ anl 7Q71 =5
’ Con?

L’égalité précédente, si on la divise par W, donne :

=n((2n — 1)£ — 2nQ")

n

2n —1
e n( Wn Z"71 - QTLQ").
2n
= n(W anl - 2nQn)

n—1
= n(QnQ,H - QnQH)

Vous savez quoi 7 La plupart d’entre vous se sont avérés incapables de réussir ce calcul !
d. Justifier, pour tout z de [071'(/2] , l'inégalité = < gsinx et en déduire que :

2 2
W, =W,.,)

n n+1

Vn>1, Z <
n 4

n

s
4 2 +2’

IN

., o2 ™ . . . . . . Ly 2
L’inégalité x© < Esmm s’obtient trivialement par une étude de fonction, ou en invoquant la concavité du

Stnus sur [0,11/2] (courbe au-dessus de sa corde, c’est dans le cours).

Cela étant, il vient :

7:/2 , , 1’(2 ‘rv/? , , 1’(2 ‘rv/? , , Tr2 1’(2 W
Z = | tocos"tdt <— | sin“tcos™ tdt =— | (1—cos”t)cos™" tdt = — (W — =——0
n L!‘ 4{ 4{( ) 4(n n+1) 4 2p+2
Pftt... que tout cela était difficile !
e. Déterminer la limite de la suite (@ ) et en déduire la valeur de ((2), puis celle de A .
7 2
0<Q, =2 < EE
W 4 2n 4 2 +o0
‘ N , , 1341 .
Il reste a sommer de 1 a N légalité de la question 6.c. et on obtient @), —@Qy :EZ—Q On fait
k=1

. e , Z, Tl
maintenant tendre N vers l'infini et il vient, compte-tenu du fait que Q) = — =—"7—=—:
W, w2 12
2 2
T T
2)=— puis A =—.
W= -

Etude sur ] —1,0[ de la série de fonctions E u,

7. Prouver que la série de fonctions Zu" converge simplement sur ]—1,0[.

Pour z €]—1,0], In(1+2")~ 2" <0 ce qui assure la convergence de la série Zu"(‘r).
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On pose désormais, pour x réel élément de |—1,0], Zln (1+z") et h(z Zln 1+ 2>,
n=1 n=0

8. a. Prouver que pour tout z de |—1,0[, on a g(z) = h(z) + f(z?).

Ultra dur !l On casse g(x) en la somme des deux séries convergentes de ses termes pairs et impairs :

= +Zocln(l +2")= +Zocln(l + 27" + +ZOC In(1+ 2*"™) = f(z*) + h(z) .

n=1 n=1 n=0
b. Prouver que la série de fonctions définissant h(z) converge normalement sur tout intervalle de la forme
]—a,0] avec a €10,1] .
La seule difficulté réside dans le fait que les quantités manipulées étant négatives, il faut prendre soin

dans les inégalités.

In( + ) < In(l + 22" < 0 = ‘ln(l 422 < ZIn(l 4 o2 < —g2H
c. Prouver que g est continue sur |—1,0[.
La question précédente prouve la continuité de h sur tout intervalle de la forme ]—a,0] avec a €[0,1],
donc sur |—1,0[. La fonction f étant elle-méme continue, la question 8.a. donne sans douleur la continuité de g

sur | —1,0[.

Une autre représentation de f{x)

On fixe un réel z €[0,1] et I'on définit sur N * une suite de fonctions (F ) en posant :

N np
VneN* VN eN: E(N)= (-1 |
p=1 p
9. a. Déterminer, pour n € N*/ th F (N).
—+00
np
Comme 0 < z" <1, la somme de la série Z(—l)’“l L est In(1+42").
p
Par suite, Nlim F (N)=In(1+2z")
—+400
b. Prouver que |Fn(N)| <—In(1—2").
N
|—Z p1$ *—lnl—:v)
p=1 P p=1 P

c. En déduire la convergence normale (la variable étant N'!) de la série de fonctions ZF, ,osur N*.
Puisque —In(1—2")~z" >0, on a majoré |F,L(N)| par le terme général d’une série convergente

indépendadnte de N ; c’est la convergence normale demandée.

o

p  1-2a*

~+00
10. Prouver que f(z)= Z
p=1

D’une part, il vient par sommation des limites et grace a la convergence normale établie a la question

précédente :
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lij{fnilﬂl(N) = flij{]nF;L(N) = fln(u ") = f(z).

n=1 n=1 n=1

Mais, d’autre part, puisque [’on somme un nombre fini de séries convergentes, on a :

+00 +oo N p1 Z"P N +oo p1 z"P N (7 1)p71 +00 np N (7 1)p71 P
R M) =373 =2 (T =y =y
n=1 n=1 p=1 p p=1n=1 p p=1 p n=1 p=1 p 1—2

On fait tendre N vers l'infini dans cette derniére égalité et le tour est joué.

Youpi et tralala.
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