XMP 2021-2022 DS N°7 (Corrigé)

Préliminaires

1. Soit @ =a,X" +...4+ ;X + a, un polyndme réel de degré n a coefficients positifs.
Prouver que Vt € [-11], Q)] < Q) et |Q’(t)| <nQ(1).

On a facilement : |Q(t)| sa, |t|n Tt |t| +ay<a, +...+a +a, = Q1)

|Q’(t)| < na, |t|"71 +...+ 2a, |t| +a, <nfa, +...+a) <nQ(l) .

2. a. Prouver, pour tout entier p, l'existence d'un polynome réel P, tel que :

Yz 6]7273[, tan” z = P,(tanz).

Pour p=0, F, =X convient. Pour p=1, F, =1+ X? convient.
Enfin, si Vz €] —g7g[, tan® z = P,(tanz), alors Vz €] —%,2[7 tan”™ 2 = (1 + tan® m)Pp/(tan z) et il

. 29\ !
suffit de poser P | = 14+ X )Pp .

b. Prouver qu'un tel polyndme P, est unique.

Si Pp(tanx) = Qp(tanx) pour tout x de ]—372[, les polynéomes Pp et Qp coincident sur R, ils sont

égaur.

c. Donner une formule de récurrence liant P, et P, et en déduire le degré de P, et le fait que ses coeffi-
cients sont positifs.

Dans la récurrence de la question 2.a., on a posé Pp+1 =1+ XQ)PP/ . Comme F, = X est réel a coeffi-

cients positifs et de degré 1, on en déduit trivialement par récurrence que Pp est lui-aussi réel, a coefficients posi-

tifs, et de degré p+1.

3. a. Prouver que 0 < P, (1) <2(p+1)P,(1).

On utilise les résultats de la question 1., lesquels s’appliquent puisque Pp+1 est a coefficients positifs :
0< B0 = (4 X)P(0))(1) = 2, (1) < 2 des(P, )P, ) = 2p + 1P, (1)

En déduire une majoration de P, (1) valable pour tout entier p.

1l en résulte trivialement par récurrence que 0 < P (1) < 2 (p41) P)(1) = 2P (p 1)1
_rT (P) 4 — P
b. Prouver que Vz €] Z,Z[, tan'?’ 1| = Pp(tan T) <28 pl.

1l s’agit d’une application directe du premier résultat de la question 1. et de la majoration précédente.

Partie I

On dit qu'une fonction f, définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans R | est absolument monotone sur I
si fest de classe C™ sur [, et si fainsi que ses dérivées de tout ordre sont positives sur [ :

fest absolument monotone (on pourra noter f >>0)sur I < VneN, Vz eI, f"(z)>0.
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4. Soient fet g deux fonctions absolument monotones sur I. Prouver que f 4 g et fg sont absolument monoto-
nes sur .

C’est parfaitement immédiat par linéarité de la dérivation et d’aprés la formule de Leibniz de dérivation a

lordre n d’un produit.

5. a. Pour quelles valeurs du réel o la fonction z > z* est-elle absolument monotone sur R}, ?
Il est facile de voir que si o est un entier positif, la fonction x> 1% est absolument monotone sur R .

En revanche, si o n’est pas un entier positif, les dérivations successives vont générer un terme de la forme

afa—1)...(a —p+1) qui, un jour ou lautre deviendra strictement négatif. Finalement, la fonction x> 1% est

absolument monotone sur R, si et seulement st o € N .

Ce . . ™
b. Prouver griace aux préliminaires que la fonction tangente est absolument monotone sur [0,5[ .

Vo € [O,g[, tan?) z = Pp(tan z) avec tanz >0 et Pp a coefficients positifs. Le résultat en découle faci-

lement.

6. Soit fune fonction absolument monotone sur un intervalle [0, A] (A étant un réel strictement positif). On se

propose dans cette question de prouver que fest somme de sa série de Taylor sur cet intervalle.

~ 1Y(0)

a. Prouver que pour tout z de [0, A] et pour tout entier n, on a : ZTIk < f(z).
k=0 R

n (k) z o
On écrit la formule de Taylor avec reste intégrale, f(z)= ka—'(o):rk +f@f("+l)(t)dt, et l’on
k=0 R 0o

constate que le reste intégrale est positif.

M) 4

En déduire que la série ZTI est convergente.

Il s’agit d’une série d termes positifs dont les sommes partielles sont majorées (par f(x) ), elle converge.

b. On fixe un réel z dans [0, 4], et on envisage un réel B vérifiant ¢ < B < 4.

i. Prouver que Vn € N, V¢ &[0, B[, /(1) < n! <;‘(B—f)n |

On écrit la formule de Taylor entre t et B :
o1

k=0

f(B)

k) B PAY/
k'(t) (B —t)k + f(B n'U) f(n+1)(u)du :
t

on constate alors que tous les termes figurant dans cette égalité sont positifs, il suffit donc d’isoler

1)
le terme —'(B —1)" et de le majorer par f(B).
n!
, —t
ii. Etudier sommairement les variations de la fonction & définie sur [0,z] par : A(t) = Z .
h décroit de % d 0 sur cet intervalle, et il vient en particulier que 0 < h(t) §% .
75i. En déduire une majoration du reste intégrale dans la formule de Taylor écrite a 1'ordre n entre 0
et .

[E=0" gy <« [E=0" 4y SB) . 10 4 < o oy fdt
05 [ s [ e e s e i) [ e < 0BG [
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8

n (k) T (g — 4
0< fa) - 30Ot =[O ooy < o+ 1))

- k!

7. Prouver que la fonction tangente est somme de sa série de Taylor sur | —g,g[ .

Puisque la fonction tangente est absolument monotone sur [07%[ , elle y est somme de sa série de Taylor. Par

imparité, [’égalité reste valable sur ]—3,0] (en effet, la série de Taylor de la fonction tangente ne comporte que

des termes impairs par imparité de la tangente).

Partie II

On établit dans cette partie une condition nécessaire et suffisante (portant sur 1'ordre de grandeur de ses déri-

vées successives) pour qu'une fonction de classe C™ soit développable en série entieére.

8. Soit fune fonction de classe C* sur un intervalle |—a,of de R, & valeurs dans C. On suppose 1'existence
de deux constantes A et k telles que :
Vz €]—a,af, Vn €N, ‘f(”)(x)‘ < Ak"n!.

Prouver, grace a une formule de Taylor, que f est développable en série entiere autour de 0, et expliciter un
intervalle sur lequel fest somme de sa série de Taylor.

On utilise l'inégalité de Taylor-Lagrange écrite entre 0 et x :
|I n+l1

fw) -5 L0 < wup
iz k! (n+1D)!igoa)

Flnt) (t)‘ <A |lg;r|n+1 :

Comme le majorant tend vers 0 pour |kx| <1, on en déduit que f est somme de sa série de Taylor sur

1

n

[N]—a,qf .

> =

9. Prouver, grace aux préliminaires, que la fonction tangente est développable en série entiére sur un intervalle
que l'on précisera.

L’inégalité de la question 3.b. affirme que Vz E]—E,E[, ‘tan(p) m“ = ‘Pp(tanx)‘ < 2”p!. Conjuguée a ce qui

[.

précéde, elle permet d’affirmer que la fonction tangente est développable en série entiére sur |—

b

N | -
N |

n

10. Réciproquement, on se donne une série entiere E a,z" de rayon de convergence R non nul, et on désigne par

f(z) sa somme pour z élément de |— R, R[. Soit r un élément de ]0,R[, et o un réel vérifiant 0 <o < 7.

a. Prouver que la suite (a,r") est bornée ; on notera M = sup
n

n
a,T

Puisque r €)0,R[, la série Zanrn est convergente. Son terme général a r" tend donc vers 0 et par voie de
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conséquence la suite (a,r") est bornée b.

Quelle formule obtient-on en dérivant a un ordre p € N le développement en série entiere de

1—z
Comme on peut dériver une série entiére terme a terme a n’importe quel ordre sur son intervalle ouvert

de convergence, il vient :

1 p! S n—
Vel —1,1], = £ = nn—1)....n—p+1Dz" 7.
L ) = = St b=
c. Prouver que pour tout z de [—a, ] et pour tout entier positif p, on a :
0 () < 1
|/ (fv)‘fMT(rioo,,Hp

YV €l—a,ql,

f(P)($>‘: +ZOC n(n — 1) (n —p+ 1)anxn—p
n=p

a
n

< +ifn(n—l)...(nfprl)

n—p
d

< in(n—l)...(n—p—i—l)%h‘rw
r

n=p
0 P
z—pZn(n—l)...(n—p—i—l)—
™ n=p r
:%(L)(P)(f)
,,,.P 1—¢ Ia
M
r? T\p+1
1| Zyrt
a-|%

Mp!r < Mrp!

(r— |m‘|)p+1 C(r—a)t! '

Partie III

On se propose dans cette partie de prouver le résultat suivant : si f est une fonction développable en série

entiére au voisinage de 0 avec f(0) = 0, alors 1/ f est développable en série entiere au voisinage de 0.

11. a. Prouver que si le résultat précédemment énoncé est vrai, alors on peut en conclure que la fonction tan-
gente est développable en série entiere au voisinage de 0.
1
En admettant ce résultat, on peut affirmer que — est développable en série entiere autour de 0. En
cos
multipliant par le sinus qui est développable en série entiére sur R, on obtient ce qui est demandé.

b. Prouver que l'on peut toujours se ramener au cas ot f(0) =1 (cette hypotheése sera faite dans la suite).

On pose g = % . Alors g(0) =1 et si g est développable en série entiére, f l’est aussi.
+o0
12. Soit donc f(z) = »  a 2" la somme d'une série entiere de rayon de convergence R non nul, avec a, =1.
n=>0

a. Prouver I'existence d'un réel r >0 tel que la suite (a,r") soit bornée.

Il suffit de prendre r €]0,R] comme dans la question 10.a..
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b. En déduire 'existence d’'une constante positive p telle que |an| < p" pour tout entier n.

: M+1
) et p= * convient. De plus, l'inégalité reste
n T" r r

a

On écrit, pour n € N* |

valable pour n =0 puisque a; =1.

c. Prouver qu'il existe une unique suite de complexes (b ) telle que :

aghy =1

Vn>1, ab +ab ,+...4+a, b +ab =0
1l s’agit d’un systeme triangulaire. La premicre égalité donne by =1 et la seconde permet, connaissant

bysbys--e50,  , de calculer b .

d. Prouver que Vn € N, |bn| <(2p)".

Par récurrence. Linégalité est vraie pour n =0 et si elle est vraie pour b,,b,,....b alors :

027177 n—1"
%::L%%AA.Wf%Aqf@A

<p2" o4 " 2p 4 p"
=@ 241"

= (2" —1)p"

<(20)".

Que peut-on en déduire & propos du rayon de convergence de la série entiere anx" ?
1

Qu’il est plus grand que P donc non nul.
p

e. Conclure.

Les séries entieres E a,r" et E bx" ont toutes deux un rayon de convergence non nul. En multi-

pliant leurs sommes pour |l’| <inf(R ,R,), il vient :

+o0o +00 +00

n no__ no__
Z a z" X Z b a" = Z (ah, +ab, | +...+ anbo)x =1.
n=>0 n=0 n=>0

1/f est donc bien développable en série entiére autour de 0.

Partie IV

On admettra dans cette partie le résultat suivant (qui peut étre établi grace a lanalyse de Fourier) :

+00 4I2

T T . . -
13. a. Donner, pour z €] —5,5[ , une représentation de In(cosz) sous forme d’une somme de série.

Par continuité du In, il vient :

+00 4 2
V€ —%,g[, In(cosz) = Zln(l —W)
n=0

b. En déduire I'identité suivante :

+00
Vxe]—z,ﬂ[, tanxzz §x2 S
2 2 k=0 (2k+1) T — 4
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Il s’agit, bien entendu (?), de dériver Uégalité précédente. Je vous laisse le soin de mettre en place le

théoréme approprié.

+00
14. On désigne par ¢ la fonction dzéta de Riemann définie pour s >1 par ((s) = Zi
h=1 K’

a. Prouver, pour n € N, n > 2, I'égalité :

+00 1 2n _ 1
) —==——((n).
k=0 (2k + 1) ) 2"

On casse en deuz la série définissant ((n) en séparant indices pairs et impairs :

+00 1 +00 1 1 ~+00 1
((n) = Z — + Z— =—((n)+ Z— , d’ou le résultat.
=1 (2k)" = (2k+1)" 2" =0 (2k +1)"
b. En déduire le développement en série entiere de la fonction tangente :
e 2(4" —1 ,
Vael— 3,3[, tanz = ZQQ(Qn)x%H .
292 Py TY2"
+00
Vi E]—E,—[, tanz= Sz
2 0 (2k +1)* 7 — 4a?

:i’i 8z

2
0o 12— )
(2k +1)°=°
. 4z® , 1 R :
Mais 0 < ——— < 1, on peut donc développer ———— en série géométrique. Il vient alors :
(2k +1)*n? - 4
(2k +1)*n*
T T i 8z
Vi 6]—5 5[, tanm—z 5
k=0 2 2 4z
(2k +1)° = (1
(2k +1)°x°
+oo 8]: +00 41,2

>
iz (2k + 1777 120 (2k +1)°x°
La série double obtenue étant a termes positifs et étant convergente dans ce sens, on peut intervertir

l’ordre des sommations et il vient :

T T K& 8x Az? ,
Veel——,—] tanmzzz ( )P
22 im0 2k +17°7 (2k +1)° %7
+00 4[/+1I2[/+1 +00 1

=0 w2k + 1)
+00 4p+1l,2p+1 4p+1 1

=2 (2p+2)
pz:% 1_r2p+2 4p+1

et l'on en déduit facilement ’égalité de I’énoncé par décalage d’indice.
c. Que vaut le rayon de convergence de cette série entiere ?
On utilise la régle de d’Alembert et comme il est censé étre connu que la fonction ( tend vers 1 d

Lo . T
Uinfini, on trouve que le rayon de convergence cherché est 5
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