XMP 2021-2022 DM N°10 (corrigé)

Partie I

On désigne par ¢ une fonction continue de R dans R ou C, et on envisage 1'équation différentielle :
(E) : y"(z) + plz)y(z) = 0.

On suppose dans cette partie que @ est paire et de classe C* sur R.

1. Montrer qu'une solution y de (E) est de classe C* et que la fonction z > y(—2) est aussi une solution de (E).

"

Si y est une solution de (E), alors y est de classe C*et y" = —qy . La fonction q étant de classe C*, y" est d

sont tour de classe C?, y est donc de classe C'. Par récurrence, on prouve alors facilement que y est de classe
c>.
Posons z(x) = y(—x). Alors 2'(z) = y"(—2) = —p(—2)y(—1) = —p(z)2(z) : 2 est solution de (E).

2. a. Justifier l'existence et 1'unicité de deux solutions de (E), notées f, et f, vérifiant les conditions :

KO)=1 ;5 [O=0; AO)=0; f0)=1.
Ce n’est pas autre chose que le théoréme de Cauchy.

b. Prouver grace a la question 1. que la fonction f; est paire et la fonction f impaire.
Si l'on pose g,(x) = f,(—x), alors g, est une solution de (E) qui prend méme valeur et méme dérivée que
Jo en 0. Par unicité, fi =g, : [, est paire. On raisonne de méme pour prouver l'imparité de f, .

3. On suppose que f; ne s'annule pas sur R, et 1'on pose v = i

0

! fol

. ! . .
a. Montrer que la fonction u’ ne s'annule pas, et exprimer —- en fonction de —-.
u 0

o = fl f[) ;JCIfU
Iy

puisque ces deux solutions sont linéairement indépendantes (c’est clair vues les conditions qu’elles remplissent en

: le numérateur n’est autre que le wronskien de f, et de f,, il ne s‘annule donc pas

0). En dérivant u’, on trouve :

w2 B B 20 G G~ )

5
_ (—ehdy +ehdy Mo — QfUIfU(fl/fo — flf()/)
£
— 72f0/fo(fl/fo _ flf()/)
5’ ’
d’ot u_” = —inl .
u I

B
b. En déduire qu'il existe une constante B, que 1'on calculera, telle que v’ = -

0
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1
On primitive ’égalité précédente et on obtient ln|u’| = —Eln|f0| +cte, d’ou |u’| = % ot a est une cons-
0

tante positive. Mais u' étant continue et ne s’annulant pas, elle est de signe constant. Il vient donc v’ = —5 avec

hy

B = +a suivant le signe de u’. Reste a évaluer en 0 pour obtenir B =u'(0)=1.

o 1 ) . )
c. On note u, la primitive de — qui s'annule en 0. Exprimer f en fonction de f, et de .
0

Comme u(0) = 0, il vient en intégrant I’égalité précédente u = v, et donc f, = Joug -

0

4. Dans cette question, p(z) = —(1+2°) pour tout réel z.

a. Chercher une solution particuliére de (E) sous la forme e® ot z est une fonction que 1'on déterminera.

Si y=ce", il vient y" = (2" +2%)e*. On veut donc y" = (2" +2'*)e” =1+ 2%)e* et il est clair que
2
x

2 =z convient : la fonction z > e?2 est solution de (E).
b. Résoudre complétement 1'équation différentielle (on ne cherchera pas & calculer 1'intégrale rencontrée).

On vient de trouwver une solution de (E) qui ne s’annule pas, c’est tout ce qu’il faut pour utiliser la mé-
2
T

thode de Lagrange. On pose donc z =vye et Uon calcule les dérivées de y en fonction de celles de z pour rem-
placer dans Uéquation (E). Tous calculs faits (ils ne sont pas bien durs !), l'équation différentielle vérifiée par z
xr
2 2
séerit : 2u2' +2" =0, d’ou Uon tire 2z’ =ae™™ puis z = afeft dt +b . Finalement, la solution générale de (E)
0

est donc :
1‘2 xr 1‘2
y = ae 2 f(—:-ftzdtere2 .
0
- . 3 s " 3
5. On choisit dans cette question @(z) = ———— | de sorte que (E) s'éerit : y"(z) + ———y(z) = 0.
(@* +1)° (a® +1)*

a. On pose u(z) = y(zWz* +1, ou encore y(z) = Lx)
vzt +1
Vérifier que u est solution de 1'équation différentielle (#) : (2% + 1u” — 220’ +2u = 0.
C’est juste un calcul, certes un peu fastidieux, mais tout a fait a la portée d’un éléve de MP !
b. Donner les degrés possibles d'éventuelles solutions polynomiales de 1'équation différentielle (#), puis en
donner deux solutions polynomiales.
Soit u une éventuelle solution polynomiale de degré m. On peut toujours supposer u unitaire puisque

Véquation est homogéne. Alors le coefficient de z" dans (2° +1)u” —2zu’ +2u est n(n—1)—2n+2, soit
n* —3n+2. Ce coefficient n’est nul que si n=1ou 2. Soit donc inversement le polynéme az*> +bx +c. On
injecte dans l'équation vérifiée par u et U'on voit que ce polyndme est solution de (#) si et seulement si ¢ =0.

Attention alors a la maniére de conclure ! On a trouwvé des solutions, les fonctions de la forme az® + bx, et
celles-ci forment un espace vectoriel de dimension 2. On a donc trouvé toutes les solutions de (#) puisque celles-

ci forment aussi un espace de dimension 2. Finalement, la solution générale de (E) s’écrit :
_ az® + b

\/I2+1
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Partie II

On envisage dans cette partie I’équation différentielle suivante :
(BE): 2%y" + (2> +1)y=0.

5. a. Peut-on affirmer Pexistence d’une solution S de (E) définie sur Ri et vérifiant S(1) =0, S'1)=1 ?

Oui, c’est le théoréme de Cauchy appliqué d 1'équation différenticlle (E) présentée sous la forme
1

y'+ 1+ =0.
x

b. Peut-on affirmer l'existence d’une solution T'de (E) définie sur R et vérifiant 7(0) =0, 7'(0) =1 ?

1
Non le théoréme de Cauchy ne s’applique pas sur R car la fonction =+ 1+—2 n’y est pas continue.
x

6. Prouver que la seule solution de (E) développable en série entiére autour de 0 est la fonction nulle.

~+00
Soit Za":r" une série entiere de rayon de convergence R =0, et g(x) = » a z" pour z € —R,R[. Alors g

n=0

est solution de (E) sur | — R, R| si et seulement si :

+o0 +o0
Vz €]—R,R] IQZ n(n — l)anfvnf2 + (2* + 1)2 az" =0

n=0 n=0
+o00 +o00 +00
& Vzel—RR] Z n(n —1)a " + Z a,x" + Z an:zc"+2 =0
n=0 n=0 n=0
+00 +00
< Vz€]—RR] Z (n* —n+ Da, 2" + Z ana:"+2 =0
n=0 n=0
+o0 +o0
& Vzel-RR] Z (n* —n+ Da, 2" + Z a, " =0
n=0 n=2

+0o00
& Vz€l-RE]aq +az+ Z:((n2 —n+1a, + aniz):r" =0
n=2
< (par unicité du développement en série entiére) :
a,=0,a =0etVn>2 (n? —n+la, +a, ,=0
& VneN a =0.

On désigne désormais par S la solution de (E) définie sur Ri vérifiant S1)=0et S'1)=1.

1

7. On pose, pour z € R, , E(z)=S"(z)+(1 +—2)52(z) :
T

. ye A *
a. Prouver que la fonction E décroit sur R, .

Pour >0, on a E'(z) = 25'()5"(x) + 201 + —)5'(2)S"(a) - =

x x x

b. En déduire que S est bornée sur [1,+od .

Il vient donc, pour ©>1, E(1)> E(z) = S"(z) + (1 +%)SQ(I) > S%(z) : S est bornée sur [1,4od .
T
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8. [ et ¢ désignent ici deux fonctions numériques continues sur un méme intervalle I de R vérifiant
Vz €1, f(z) > g(z). On note u, et u, des solutions respectives des équations différentielles (E,) : y” + f(z)y =0
et (Ey) :y"+g(x)y=0.

On suppose que z; et z, sont deux annulations consécutives de la fonction wu, sur I, donc que I'on a z; < z,,
Uy (7)) = uy(xy) = 0 et, pour fixer les idées, on supposera que Vi € |z, 2], uy(z) > 0.

On suppose enfin que u, ne s’annule pas sur J = |z, 2, .

Observons tout d’abord que les équations étant homogénes, ['opposée d’une solution est encore solution. Il n’y

a donc aucune restriction d supposer que u, et w, sont d valeurs strictement positives sur J = |z, 1,] .

1

a. On définit sur [ la fonction D = wu,’ — u,"u, . Etudier les variations de D sur J.

I n n ! n 4 . .
D' = Up Uy Uy — U Uy — U Uy = UU, —U Uy = (f — g)ulu2 . D est donc strictement croissante sur

[xl,xQ].

b. Trouver une impossibilité, et en déduire que u; s’annule sur J.

D(z,) = ul(Il)UQ/(Il) , or u (7)) >0 et u2/ (2,) >0 (la deuzieme inégalité résulte de ce que u

, €tant posi-

tive sur [r,,m,], on ne peut avoir u2/($1) <0 (dessin!). Bref, D(z;)>0. Les mémes arguments prouvent que
D(xQ) < 0. Or il est strictement interdit a une fonction de croitre strictement d’un machin positif ¢ un bidule né-
gatif !

c. Prouver que si z et y sont deux annulations consécutives d’une solution non nulle v de (E,), toute solu-
tion de (E,) s’annule entre z et y.

On vient de voir que la fonction u, ne peut rester de signe constant entre deur annulations consécutives

1

de u, . Etant continue, elle doit s’annuler.

9. a. Rappeler 'expression de la solution générale de 'équation différentielle ¢ +y =0.
Difficile I y = acosx+bsinz , ou y = Acos(z—¢), ou y = Asin(z — ¢) .
b. Expliciter, pour tout a > 0, une solution de I’équation y” +4 = 0 qui s’annule en a et en a + =.
y = sin(z —a) convient parfaitement !
c. Prouver, en utilisant le résultat de la question 4., que la fonction S s’annule sur tout segment de la forme
[a,a + =] avec a > 0.

On applique le résultat de la question 8. avec f(x)= 1—i—i2 et g(x)=1. On a bien f(z)> g(z) pour
T

tout x>0, sin(zr —a) est solution de y" + gy =0 et a et a+7 en sont deur annulations consécutives. S, qui est

une solution de y" + fy =0, s’annule donc sur [a,a + 7).

+oo
10. Soit g une fonction continue sur [1,4+oc], telle que 'intégrale f |g(t)|dt converge. On considére ’équation
1
différentielle (E,) : y'+y=g.
oo +oo
a. Prouver que les intégrales f costg(t)dt et f sint g(t)dt¢ sont absolument convergentes.
1 1
Parfaitement immédiat en majorant le cosinus ou le sinus par 1.
b. Sous quelle forme la méthode de variation des constantes donne-t-elle la solution générale de 1’équation

différentielle (£,) ? En déduire que la solution générale de (E,) peut s’écrire :
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+o00
y(z) = f sin(t — z)g(t)dt + avcosz + Bsinz
T
La méthode de wariations des constantes conduit a chercher les solutions sous la forme
y=Acosz +psinz ot A et u sont deux fonctions dérivables vérifiant :
Ncosz+p/sinz =0
“N'sinz+p cosz =g
La résolution de ce systéme donne N = —sinz g(z) et p'(z) = cosz g(z) . Maintenant se pose le probléme du
choiz des bornes d’intégration. Etant donnée la formule d laquelle on souhaite arriver ainsi que ce qui est deman-
+0o0o 400
dée a la question précédente, il semble pertinent de choisir N = fsintg(t)dt—i—a et p= —f costg(t)dt+b ce
qui conduit a :
+00 +o0
y = cos:rf sintg(t)dtfsinxf costg(t)dt + acosx + bsinz

x x
x
= fsin(tf:r)g(t)dtqtacosz+bsinx.
0

ot a et b sont deux constantes réelles.
+o00
d. Prouver que lim f sin(t — z)g(¢t)dt = 0.

T—+00
T

f sin(t — 2)g(t)di] < f lg()|dt = f |g(t)|dt—f|g(t)|dt 0.
; T 0 0

T—+00
T
+o0
11. a. Prouver que 'intégrale f
1

%dt est absolument convergente.
50)

On a vu que S était bornée sur [1,+od[ , on peut donc écrire 5
t

t

M Tt
S—Q et lintégrale f_g converge.
t
1

b. En déduire I'existence de deux constantes réelles o et 3 telles que lim (S(z) — acosz —Bsinz)=0.

T—+o0

Transformons un chouia I’équation différentielle vérifiée par S pour pouwvoir appliquer ce qui précéde. En

&Qx)‘ Alors, si l'on pose ¢(t) = _50)

fait, S est aussi solution sur Ri de Uéquation différentielle y" +y = — g
x

)

oo
Uintégrale f |g(t)| dt converge d’aprés 11.a..
1
oo
La question 10.b. permet alors d’écrire S(z) = f sin(t — z)g(t)dt + acosz + Bsinz et donc :
oo
S(z) —acosz —PBsinz = f sin(t — z)g(t)dt — 0 (d’aprés 10.d.).

T—400
z
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