MP

Chapitre 17

Intégrales impropres

On parle aussi d’intégrales généralisées.
Si I e$t un intervalle quelconque de R et si f : I — K (= R ou C), on dit que f est continue par morceaux
sur [ si sa restriction a tout segment inclus dans I e$t continue par morceaux.

I. Convergence des intégrales généralisées en une borne de l'intervalle
d’intégration

1°) Définition

Définition

Soit f : I — K une fon¢tion continue par morceaux sur un intervalle I semi-ouvert, de la forme [a, b,
avec a < b < +o0.

b
On dit que I'intégrale impropre (ou généralisée) / f(t)dt e&t convergente si ses “intégrales partielles”
a

/ f(t)dt ont une limite finie quand x — b~, = € [a, b].

On note alors

r—b—

/a " F(0)dt = tim / " rar

RA}

E

: Pour les séries, on dispose de deux symboles :

« La série E Up,;

+o00
« La somme de cette série (Z un> en cas de convergence.
n=0
Pour les intégrales il faut faire attentioon parce qu’on ne dispose que d’un symbole :
oo dt
notamment, on sera amené a écrire “ I'intégrale —= diverge ” ce qui interdit la manipulation du

1Vt

oo qt

O

symbole

: On notera la similitude entre les définitions d’une série convergente et d’une intégrale convergente;

cette similitude a pour conséquence que les deux théories se ressemblent, avec des théorémes qui sont
des copies les uns des autres.
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b
Rq’: De méme, si I =]a,b] avec —co < a < b, on dit que l'intégrale / f(t)dt converge si les intégrales
a
partielles / f(t)dt ont une limite finie pour 2 — a™.
x

: Pour I'instant, on ne traite que le cas ou I e$t semi-ouvert (pas de probléme aux deux bornes d’intégra-
tion simultanément).

E

E

: Si f e&t continue par morceaux sur le segment [a, b], le symbole / f(t)dt, en tant qu’intégrale classique

de f sur [a, b] et parfaitement défini.
Mais f peut étre vue comme continue par morceaux sur [a, b|.

La question e$t de savoir si la pseudo-intégrale impropre / f(t)dt e§t convergente, et si sa valeur et

b
bien I'intégrale classique / f(®)dt.

a

Pour z € [a, b],

b

f t)dt — f (t)dt (classique par continuité des intégrales fonctions de leur borne supérieure)
T—b—

Bref, tout va bien.

: Une différence essentielle avec la théorie des séries est la suivante :

I3

x
autant les sommes partielles d’une série se calculent mal (voire pas), autant les intégrales / f)dt
a

peuvent souvent se calculer (calcul de primitive).

2¢) Premiers exemples, intégrales de référence
1dt
o t¢

@

Evidemment, le choix de 1 comme borne supérieure de 'intégrale est parfaitement arbitraire.
Pour z €]0, 1],

—Inzsia=1

/1 dt o
— = ti—a 1 — gpz—@
to { } = i 1
x —al, g ¢ #*
Mais 2172, quand x — 0T, a une limite finie ssi1 — a > 0.
Donc:

dt )

— converge ssi v < 1

to

ot

De méme :

a+1 dt a dt
/ ————ou / —— - convergent ssia < 1
a (t - CL) a—1 (CL - t)
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® /+°° dt
1 to

Pourx > 1,

Inzsia=1

/xdt 11—« « r—«
R —a _q 1— _
1t {t } = v sia# 1

11—« 1—«

xT

Et 217 a une limite finie quand  — 400 ssi 1 — a < 0.

—+o0
dt .
/ — converge ssia > 1
1 tui

1

aire finie ssi & < 1 aire finie ssi v > 1

1
© /lntdt
0
Pour z €]0, 1],
1
/lntdtz[tlnt—t]}c

=—1l+azlhnz+zx
— —1
z—0t

1
/ Int dt et convergente (et vaut —1).
0

De la méme facon, les intégrales :

a+1 a
/ In(t — a)dt ou / In(a — ¢)dt
a a—1

convergent.

3¢) Opérations
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Propriété 1

Soit I = [a, b], f et g deux fonétions continues par morceaux de [ dans K, A et u € K.
b b b
Si les intégrales / f(t)dt et / g(t)dt convergent, I'intégrale / (Af + pg)(t)dt converge et
a a a

b b b
/ (A + ug)(£)d = A / Ft)dt+p / g(t)at

Démonstration

T x x
On écrit / (Af +pg) = /\/ f+ u/ g et on passe a la limite.
a a a

Rq': Onn’a donc pas de probléme pour regrouper en une seule deux intégrales convergentes.
Mais casser en deux une intégrale convergente pose plus de probléme :

b b
Si / (f + g) existe et si 'on veut écrire / (f+g9) = / f+ / g, on doit au préalable prouver la
a a a a

convergence de 'une des deux intégrales / fou / g (lautre converge par différence).

B

: Soit I = [a, b| et f continue par morceaux sur I, tq/ f(t)dt converge.

[ sae= [ g [ s

x
Donc / f aune limite quand x — b ssi / f enaune.
a c

Siz € [a,b],

b
Donc / converge ssi f converge, et dans ce cas, en passant a la limite, il vient :
a

/abf=/acf+/cbf

Formule de Chasles

Soit f : [a, b[— K continue par morceaux, et ¢ € [a, b].

Alors les intégrales / fet / f sont de méme nature et, en cas de convergence,

/f t)dt = /f dt+/f
/abf(t)dt—/ozf(t)dt+/:f(t dt
L

— 0 f

z—b—

En particulier, si z € [a, b],

Et donc, par définition méme, il vient :
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Propriété

Si / f converge (f continue par morceaux sur [a, ),

b
lim / fdt =
z—=b~ J o

De la méme facon, supposons f continue sur I = [a, b] et écrivons :

/abf(t)dt - / F)dt + /:f(t)dt

b
Comme / est une constante et que / f(t)dt se dérive en f(x / f(t)dt se dérive en — f(x) (exactement

comme si la borne b était une borne propre).

2

+o00 5
ex: / e 1" dt se dérive en —e ™.
x

4°) Le cas particulier des fonctions positives

Supposons f : [a, b]—> R continue par morceaux et positive.
Poura <z <y <b,
y x y
/ f)de — / f@)dt = / ft)dt >
a a x

Donc / f(t)dt est une fonétion croissante de x, et donc ses intégrales partielles tendent soit vers une limite

finie, soit vers +00 (I'option “pas de limite” disparait). Cela explique que I'on va avoir, pour les intégrales de
fonétions positives, des résultats analogues a ceux concernant les séries de réels positifs.

5¢) Un piége

+oo
Par analogie avec les séries, il est 1égitime de penser que si / f(t)dt converge, la fonétion f doit tendre
1

vers 0 en +o00.

@ Ce résultat est faux.

Contre-exemple 1 :

Rt —R
1y Osiz ¢ N
T —
lsizeN

+o0
1y — 0 mais / 1y converge et vaut 0.
+o00o 0
(Contre-exemple peu satisfaisant, 1 n’est pas continue.)

Contre-exemple 2 :
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1

Long =
n—-— n+ —
n3 n3

e AT s . 1 -, 1 oo
L’aire délimitée par chaque pic vaut o la série Z —g converge donc /0 f converge, pourtant f ne

tend pas vers 0, et elle n’est méme pas bornée.

+o0
Ainsi, la phrase « f ne tend pas vers 0 en +oo donc / f(t)dt diverge » est FAUSSE!
0

II. Reégles de comparaison pour les intégrales de fonétions positives
1¢°) Les deux théoréemes

x
Comme on l'avu, si f : [a,b]— R eét continue par morceaux et positive, les intégrales partielles / fdt
a

croissent avec .
Donc elles auront une limite finie ssi elles sont majorées.

Reégle Ne1

Soient f, g : [a, b[— R sont continues par morceaux et vérifiant

0< f(t) <g(t) Vtelab|.

b b
Alors si / g converge, / f converge.
a a

/j F(#)dt < /;g(t)dt

< un majorant

En effet, Vx € [a, b],

Les intégrales partielles de f sont donc majorées.
O

Bien évidemment, cette régle reste vraie sionn’a 0 < f(¢) < g(t) qu’au voisinage de b (on raisonne sur [c, b|
au lieu de raisonner sur [a, b]).

Reégle Ne2

Soient f, g : [a, b[— R deux fonftions continues par morceaux.
On suppose :

()~ 9(0)
- 9(t)=0
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b b
Alors les intégrales / fet / g sont de méme nature.
a a

Démonstration

On écrit qu’au voisinage de b, on a

et on utilise la régle Nel.

2¢) Exemples

@ /"“x’ arctantdt
o t+1

La fonction est continue sur [0, +oo].

oo dt
Or / " diverge.

+o00
tant
Donc / arctan? g diverge.
0 t+1

—+oo
® / e tdt
0

La fontion e§ continue sur [0, +00].
Version 1 :

Pour ¢ assez grand,

oo dt
Et /1 2 converge.

+00
= / e 'dt converge.
0

Version 2 :

x
/ eldt=1—-e"% — 1
0

T——+00

+oo
Ainsi / e 'dt converge et vaut 1.
0

—+oo
© / e tdt
0
400 400
Pourt > 1,0 < e_262 <etet / e tdt converge = / e_t2dt converge.
1 0
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2 2
0< et < 2te™t

xT
Or / e Cdt =1—e % — 1.
0

T—r+400

+o0 5
= / 2te”""dt converge.
0

+o0
—¢2
= / e~ " dt converge.
0

@ /0; In(cost)dt

Ici, la fonétion est continue sur [O, g [ (elle y est négative).

Equivalent de cost en Tot= g — h.

o
t = (f - h)
COS COS 5

= sinh
~ h

™

~N — —

/2 2

Ces infiniments petits équivalents ont des In équivalentes.

N
o

= In(cost) fg In (g - t)

s

Or /2 In (g - t) dt converge, donc /2 In(cos t)dt converge.
0

0
to° sint
® / dt
- t

/1’ Sintdt: {1—costr+/x 1—costdt
r ¢ t -
1 —cosx

0

X T—+00
Par ailleurs,
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oo dt
et / ) converge.
0

o0 ] — cost
= ——5——dt converge.

*1—cost - .
= Tdt a une limite finie pour x — +00

™
T sint o .
= Tdt a une limite finie pour x — +00
T

T sin ¢
— ——dt converge.
. t

3¢) Absolue convergence

Définition

Soit f : [a,b[— K (R ou C) une fonétion continue par morceaux.
b b

On dit que I'intégrale / f(t)dt est absolument convergente si / | f(t)|dt converge.

a

a
(On dit aussi que f et “intégrable” ou “sommable” sur [a, b[.)

b
@ La terminologie “f est intégrable [a, b[” est dangereuse car elle ne signifie pas que / f(t)dt existe...

Soit f : [a, b[— R une fonétion continue par morceaux dont I'intégrale converge absolument.
Pour = € [a, b, on pose :

[ (@) = sup (f(2),0) f~(x) = —inf (f(2),0)
[
fr
VAR
On a trivialement que f* et f~ sont des fonétions positives tq :

fl=f"+fetf=f"—f"

a+b+la—0 . . )
Or, sup(a, b) = %, donc le sup de deux fontions continues par morceaux eét continu par mor-
ceaux.
Bilan :

0<fP<Iflet0<f™<If|
b
Mais / | f| converge.
a

b b
= / ftet / f~ convergent.
a a
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Mais f = fT — f~.
b
= / f converge.

Pour les fonétions a valeurs réelles, ’absolue convergence entraine la convergence.

b
Si f arrive dans C et si / | f(t)|dt converge.

ft) = a(t) +i5(1)
~—~

€R

A

la®)] < ()] et[B@)] < [F(1)]

b b
= / || et / |3 convergent.
a a

b b
= / aet / B convergent (cas réel).
a a

b
Et/ | f| converge.
a

Mais f = a +ip.
b
= / f converge.
a

Théoréme

Soit f : [a, b[— C une fonétion continue par morceaux.

b b
Si / | f(¢)|d¢ converge, alors / f(t)d¢ converge.

b
Rq: Si f arrive dans E, evn de dimension finie, alors la convergence de / || f(¢)||dt entraine, pour les
a

b
mémes raisons, celle de / f@)de
a

III. Quelques résultats supplémentaires

1¢) Les intégrales “faussement impropres”

Soit f : [a, b[— C continue par morceaux sur [a, b| avec b fini.
Supposons que f a une limite finie en b :

[a,b] — C
flx)siz #b
hril, flz)siz =10

|

T —

b
On a vu alors que / f(#)dt en tant qu’intégrale impropre, converge vers / f(t)dt.

En réalité, il n’y a pas de réel probléme en b puisque f peut étre vue comme continue en b : dans ce cas, on
dira qu’il y a un faux probléme en b, ou que I'intégrale es§t faussement impropre.
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Tgint L, . sint
ex: ——dt : cette intégrale est faussement impropre car 5 0 1.
0 —

@ Cela suppose évidemment b fini. Une intégrale est toujours réellement impropre en +o0o !
1
1
Rq : Consédirons / sin Edt.
0
La fonftion t — sin : est continue sur ]0, 1].

1 1 !
sin B n’a pas de limite finie en 0, mais |sin t‘ <let / dt converge.
0

1
1
Bref, / sin Zdt est absolument convergente, donc convergente.
0

Tout cela repose sur le fait qu’on integre une fonction bornée au voisinage d’un point fini.

2¢) Retour sur le comportement a 'infini

On a vu que :
+o00

f converge # lim f =0
0 oo

Mais il et des cas ou cette affirmation est vraie.
Supposons notamment que f posséde une limite ¢ en +oo (finie ou non a priori).

On supposera pour mieux voir les choses que f arrive dans R (si elle arrive dans C, on raison sur SR f ou sur

Jf).

Sif # 0, par exemple 0 < £ < +o0.
L.

On pose o = 551£€R .
1sil = +o0

JA/VtZ A, f(t) 2>«
Alors,siz > A, .
/ f@)dt =z a(z — A) — +0

A T—r+400

+oo
Et donc / f diverge.
A

Propriété

Soit f : [a, +00[— C une fonétion continue par morceaux.

+oo
Si f a une limite en +o0 et si / f converge, alors l+im f=0.
0 o0

400
En d’autres termes, la phrase “Si / f converge, alors f a une limite nulle en +00” et fausse.
0

+o00
Mais la phrase “Si f a une limite autre que 0 en 400, alors f diverge” est juste.

0
+o0o
ex: / arctant dt¢

0
« arctant —~ 0 donc 'intégrale diverge. »
FAUX — **°

+oo
« arctan posséde une limite autre que 0 en +o00, donc / arctant dt diverge. »
0

JUSTE
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3¢) Généralisation d’un classique

b b
Soit f : [a, b[— R, continue positive tq / f converge et / f=0.
a a

Alors Vx € [a,b],
z b
g/ f(t)dtg/ F(t)dt

Alors f = 0 sur [a, z], et ce Vz € [a, b].

Théoréme

b
Si f : [a,b[— R est continue, positive, et si/ f =0, alors f est nulle.
a

4°) L’intégration par parties

On dispose d’une intégrale convergente / f(@)dt (f : [a,b]— C), et on aimerait 'intégrer par parties.
a

Peut-on le faire sans précautions ?

/ smtdt cost}l_/lcostdt»
t 1y Jo #

Cela n’a aucun sens!

cost t 1 Lag
— e +00 et/ —dt dlverge( TeZ >0 et/0 ) diverge).
En revanche :
Lsint 1—cost]! 11— cost
« = + 72dt » (%)
o t t o Jo t

1 — cost

Ici, ———— —— 0, le crochet a un sens.
t t—0 .
1 —cost 1 —cost
Par ailleurs, ——— —— —, 'intégrale ————dt e$t faussement impropre.
t2 t—0 2 0 t2

Cette intégration par parties est peut-étre vraie.
Faisons les choses proprement :

soit z €]0, 1],
/1 sintdt: {l—cost}1 +/1 1—§ostdt
s U t - z t

1 1
sint sint
/ P4 / M
= t z=0 Jg t

1 — cost

Puis :

— 0

t z—0

1 1
1-— t 1-— t
[ty [,
= t z=0 fo t
—_—

intégrale convergente

Finalement, (%) eét validée.
Aubout du compte, il n’y aura pas de théoréme général d’intégration par parties, et donc toute intégration par
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parties a la sauvage sera non valable.

En fait, si 'on écrit :

[ rwatae= [rwew); - [ g o
pour x € [a, b, en supposant bien stir que /b f'(t)g(t)dt converge.
0

T b
Quand r — b, / flg— / f'g.
a a

b
Alors si fg a une limite finie quand x — b, on si / fg' converge, on peut faire # — b et on récupére la
a

formule d’intégration par parties.
Régle

b
Soient f, g : [a,b|— C deux fonétions de classe C! tq / f'(t)g(t)dt converge.

b
Alors on peut calculer cette intégrale par parties dés lors que [ f(£)g(t)] Z ou que l'intégrale / ft)g'(t)dt
a

a un sens.
Exemple :
e dt
Calcul de I = / ——s
o (1+12)?
1 oo
La fon¢tion intégrée et continue sur [0, +oof, f(t) ~ — > 0et — converge.
+oo t4 t4
+o0
Pour calculer I, on sait qu'une méthode consiste a intégrer par parties / 152 (cette intégrale converge
0
trivialement).
On rédigera les choses ainsi :
too  q¢ t +o0 +o0 ott
« /0 T2 = {1 n t2} . + /0 mdt, cette formule étant validée par le fait que (par
exemple), le crochet a un sens (m —0). »
Alors : oo o2
400 24 +2 —2
[arctant]o :0—0—0—/0 Wdt
™ ™
ie - =2x - —21
ie 3 5 7(
= [ =—
4

5¢) Intégrales impropres aux deux bornes
On suppose que [ :]a, b[— C e& continue par morceaux.

b
Alors, par définition, la convergence de l'intégrale (doublement impropre) / f(¢)dt est 1a conjonétion de la
a

c

b
convergence de deux intégrales : celle de / f(t)dt et celle de / f(t)dt pour ¢ €]a, b].
c

a
(Cette définition est bien indépendante du choix du point c.)
Enfin, en cas de convergence, on pose :

/abf(t)dt _ /acf(t)dt + /be(t)dt
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En pratique :

Les équivalents et les majorations aux points a et b n’ayant rien a voir, on séparera clairement les études

de convergence en a et en b.

oo n¢
ex1: —=dt
0 14+ t2

La fonction intégrée est continue sur |0, +00|.

EnO:
Int

-~ <
1+2 0+lnt\0

1
et / Int dt converge (cours).
0

Ut
= dt converge.
0

1+ ¢2
En +00:
Int Int
1+t 2~
LU ¢ d
E— < < — pour ¢t assez gran
1412 +o0 1+1¢2 t%p &
or / — converge.
1 t2

- / T It
I converge.
1 1442 &

o [t Int
Ainsi, ——dt converge.
0 1+ t2

+oo t
ex2: / 72dt
oo 141

En +o00:

1 oo dt
~  — > —_ 1 .
ft) ol 0et /1 , diverge

Cela rend inutile I’étude de la convergence en —oo.
X
t
Mais / ——dt=0Vx
a1+ t?

— 0
T—>+00
+oo
Cela ne donne absolument par le droit d’en conclure que / i
—00

Les études aux deux bornes doivent étre indépendantes.
6°) Comment rédiger une étude d’intégrale impropre ?

b
Soit & étudier une intégrale impropre / f(t)de.
a

jdt converge et vaut 0.

On commencera toujours par préciser sur quel intervalle la fonction est continue par morceaux.

/+°° arctan %
ex : - tq¢
& T

La fonction est continue par morceaux sur |0, +00].
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T Int

——dt
1 Vit+ 13

La fonétion et continue par morceaux sur [1, +00].

Cela a pour but d’éviter I’étude de problémes qui n’existent pas (comme par exemple I’étude de la convergence

en 1 de l'intégrale

IV.

T Int

—d).
1 Vit +t3 )

Le probléeme du changement de variable

On se donne une intégrale impropre, supposée convergente, et on veut la calculer par changement de variable.

Peut-on le faire ?

ex1:

T sin 2t
/ sin a
0 t

La fonction intégrée et continue sur |0, +00].

in 2t
EnQ: 0 = 2, il y a un faux probléme.
—
int
En +00 : analogue a celle de ST
On aimerait poser u = 2t.
t=0 — u=0
t=+400 — u= -+
1
dt = -d
54U
+00 o3 00 o4
/ sin 2tdt %/ El?uldu
0 t 0 5 2

+00 o3
sinu
2 du
0 u

Pour justifier cela, on prend deux bornes propres a et 4,0 < a < A < +00.

A 2A 2A
sin 2t S 1 S
/ sin dt — / 12u7du _ / in udu
a 13 2« 2 2 2« U

a—:0 L
on récupere la formule voulue.

A— 400

—+o0
ex2: Calcul de I = / It
0

1+ ¢2
1
EnQ: f(t) ~ Int<0 et/0 In tdt converge.

0
Entoo: i 20 04 ¢ d
n+oo: onc pour v assez grand,
e pou ez gra
0< Int < 1
\l—l—tQ\t%

oo dt
et / —3 converge.
1 t2

On aimerait calculer I en posant u = n
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Soient0 < aa < A < +00:

=
5
[

/“‘mfdt:/li—du
o 1+t I

1

a Inu
:—L u2+1du
A

a— 0, A — +oo:

Principe

En théorie, tout changement de variable doit se faire sous forme propre, puis étre suivi d’un passage a la
limite comme dans les exemples.

Tolérance

Les changements de variables “Standards” tels que :

eu=uat+b
o u=1t"
cu=cel
e u=Int

pourront étre effetués directement sans justification.

V. Un exemple : premieres propriétés de la fonction I' d’Euler
On pose, quand c’est possible :
+o0
[(z) = / el ldt
0

. Dp?
lien entre I'(x + 1) et I'(x) quand x € Dr.

I'(x) pour n € N*?

o(l)

A 1z fixé, la fon&ion intégrée est continue sur |0, +00].

Loae

e il o > 0et —— convergessil —x < 1.
0 tl—z 0 tl—:r

AP | oo dt
e En4o00:0< e "t < 2 pour ¢ assez grand, et 2 converge.
1
Donc D = R™*
Pourx > 0,

“+o0o

“+oo
Mz+1) = / e 't7dt = [ — e "] 0+oo + / ze " dt
0 0
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Cette intégration par partie est justifiée par le fait que le crochet a un sens.

D’ou :
T(z+1) =2T(x)
= Vn € N¥,

I'(n+1)=nl(n)
=n(n—1)T'(n-1)
=nlT'(1)
=n!

Enfin,

1 +oo e—t
()= [T
2 0oVt

On pose u = \/t (changement de variable §tandard en puissance de t).

1 teo o
r'i=)= e " 2du = /7
0

2

VI. Intégration des relations de comparaison

Soit f : [a, b[— C une fonétion continue par morceaux.

. Si fab f(t)dt converge,

b
alors/ fit)dt — 0

r—b—

« Si f:f(t)dt diverge,

si f >0, alors — 400
— 0 T—b-

Dans un cas comme dans l'autre, il peut étre utile de connaitre 'ordre de grandeur de ces quantités.

1¢) Intégration des “0”

Théoréme

Soient f, g : [a,b[— C deux fonctions continues par morceaux.
On suppose :

19 (2) = ol9()
2¢) g est positive au voisinage de b.
Alors :

b b
1% cas : Si / g converge, / f est absolument convergente et
a

/x o)t =0 ( /x b g(t)dt)
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b
2¢ cas : Si / g diverge, alors
a

/j f)dt =0 (/j g(t)dt)

Démonstration

Soit £ > 0.
de € [a,b]/ VE € [c,b], [f(t)] <eg(t)

1 cas:six > c,

Vit € [x,b],
|f(D)[< eg(t)
On integre :
b b
[ 1twie< [ g
A fortiori :

b
< 5/ g(t)dt

/w ’ F)dt

2¢cas:six > ¢,

x xX
[ 1wl < [ g
En supposant g > 0 sur [a, b,

[ roiae<e [ g

Mais / |f(¢)|dt et une constante (de z) et / — +o0.
a r—r
= 3d € [a,b]/ Yz > d,

/ F@ldt < e / g(t)dt
Alorssiz > 2 ,
/ f()]dt < 25/ g(t)at

/azf(t)dt‘ <2 /;g(t)dt

“+o00
2
ex : Comportement en +o0o de / e~ dt.
x

A fortiori :

En 400,
e =0 (2te7t2)

+o0
Or2te " > 0et / 2te " dt converge.
0

+oo 5 +o0 5
= / e Udt=o0 (/ 2te ™t dt)
x xr
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+oo
+
Mais/ 2edt = [—e_t2] e
xr

x
“+o00
42 _.2
= et :o(e"”)
x +o00

Mais on aurait préféré un équivalent!
Pour cela, faisons comme si l’on essayait de calculer 'intégrale :

+o00 +00 940t
/ e Pdt = / °_at
© z 2t

_et? Foo +oo o—t?
= — —dt
2t . 2t

x

Mais :
—¢2

S o)

+oo 2 2
/ et dt converge, et e ¥ >0, donc:
0

2¢) Intégration des équivalents

En écrivant
freg & [-g=o0l)
et en utilisant le théoréme précédent, il vient :

Théoréme

Soient f, g : [a,b[— C continues par morceaux.
On suppose que

) 1(t) o~ g0
2)9=0
Alors :

b b
1€ cas : Si / g converge, / f converge (absolument) et
a a

/:f(t)dtév/:g(t)dt
/:f;/jg

b
2¢s cas : Si / g diverge, alors
a
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o T2 cost
ex: limsinx —dt
z—0 z t
sinx ~x

0

“+o00 1 +oo
cost cost cost
/ —dt = / —dt + / —dt
T t x t 1 t
N———.——

constante

Au voisinage de 0,

cost 1 tde
—— ~—-2>=0et — diverge.
t ot o ¢
1 1
cost dt
= / —dt ~ — =—Inz
= t z=0 [, t

« Du coup, au final, »

+oo

5t

/ €os dt ~—Inz
= t

+o0o
cost
= sinx/ —dt ~ —xlnx — 0
= t z—0

3°) Sommation des O

Théoréme

Soient f, g : [a,b[— C continues par morceaux.
On suppose :

1) (t) = 0(g(t)
29920
Alors :

b b
1% cas : Si / g converge, / f convergent absolument et
a

Lﬂﬂwﬁr;o<lfmww>

b
2¢ cas : Si / g diverge, alors
a

/: far = 0 (/jg(t)dt)

VII. Introduction au chapitre suivant

Soit ( f5,) une suite de fonétions continues sur un segment [a, b] de R.
Pour n € N, on pose

h:fﬁ@&
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On suppose que la suite de fonétions (f,,) converge en un certain sens vers f.
Si la convergence est simple, on écrit :
Soit e > 0,
Vit € [a,b], AN, €N/ Vn > Ny, [ fult) — f(B)| <€

L’inégalité ne peut étre intégrée puisque le rang a partir duquel elle est vraie dépend de ¢.

Un autre probléme apparait : f est-elle suffisamment réguliére pour étre intégrée ?

Sila convergence e$t uniforme, tout va bien (f est continue si les f, le sont, et on peut passer a la limite dans
Pintégrale).

Dernier point :

Si (fn) iy f etsiles f, sont continues, on écrit :
Soite > 0,
AN e N/Vt€[a,b], Vn = N, |fa(t) — f(t)| <e

Alors,Vn > N

Que se passe-t-il si les intégrales sont impropres ?

La démonfstration précédente s’écroule totalement pour deux raisons :

b
1¢) L’intégrale / f est-elle convergente si les intégrales fn le sont?
a a

2¢) Que faire de la majoration par (b — a) sib — a = +007?
Enfin :

Tout cela suppose une convergence uniforme, qui semble indispensable, mais qui est une hypothese trés
lourde!
[1,400[ — R
ex 1: Posons f : ;sitgn

t—
Osit>n

|
T T

1 n

At fixé, t > 1, pour n assez grand,
; 1 1
) =5 =527

1
« La suite (f,,) converge simplement vers ¢ — 7 sur [1,+ool.

1

fn(t) Iy

Vt>1
t

1
<=
n
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La convergence e§t donc uniforme sur [1, +ool.

+oo +0o0
Bref, / fn converge Vn, f, iy f mais / f diverge.
a a

n

ex 2: On pose g,(t) = P

1 un
|gn(t) — 0] < = donc g, == 0 sur R"
n

+oo +o0
Vn, / gn converge, et / 0 converge.
0 0

Mais :
—+o0 —+o0
/0 n = /o n2 + t2

{arctan }
T 50
2 n—-+oo

Le chapitre suivant a pour but de régler ces problémes.
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