XMP 2021-2022 Corrigés 1
CALCUL DIFFERENTIEL

1.  On désigne par f une fonction numérique différentiable au point (0,—1,1) de R® vérifiant f(0,—1,1)=0,

)

U o-1m=2, 2o -119=-1e ZL0-11)=1. Caleuter limLARL=OSEVIFD)
Oz Ay 0z i—0 f(In(1+t),—1 +sint,1)

Notons, pour bien voir les choses, A(t)= (tant,—cost,\1+1). Quand t tend vers 0, A(t)— (0,—1,1) = A, .

43
Les coordonnées de l'accroissement A A(t) sont (tant,—cost + 1§14+t —1) : la premicre est en 3 la seconde

’ t - ey e 3 :
en E et la troisieme en 5, de sorte que si l'on choisit la norme infinie sur R°, on a pour t assez petit

"AOA(t)" ~@ : tout ce calcul préliminaire o pour but de déterminer l'ordre de grandeur de "AOA(t)" afin de

comprendre ce que signifie 0(||AOA(25)||) dans les développements limités que l'on effectuera. Ici, o("AOA(t)”) =o(t) .

Regardons maintenant le numérateur de la quantité dont on cherche la limite : le cours nous dit que, f étant

différentiable au point (0,—1,1), sa différentielle y est la forme linéaire :

(a,b,¢) > gf( “1la+t 6f( —11)b+gf( e =2a—btc.

X

Ainsi, quand t tend vers 0, il vient :

f(tant,—cost,y1+ ) — f(0,~1,1) = 2(tant — 0) — (—cost + 1) + (V1 + ¢ — 1) + o (|4, A(1)])

# N
=2—+o(t’)+—o(t") + =+ o(t) + o(t)
3 2 2
t
L+ olt)
_t
>

Comme cel exercice est essentiel pour tester wvotre compréhension de la notion, je wvous laisse le soin

d’effectuer le méme raisonnement pour évaluer le dénominateur et, finalement, pour calculer la limite demandée.

1
2. a. Déterminer la différentielle en tout point de application de C* dans C définie par z > —.
z

On revient pour ce faire a la définition. Soit a un point de C* et h assez petit pour que a+h =0.
Alors :
11 h ho1 ho B

h
e = - T 4o =——+0(h).
a+h a ala + h) h a ol ) a’ (®)

h 1
L’application h +— - étant linéaire, on en déduit, par définition méme, que z +> — est différentiable
a z

cpps . , Lo h
en a, et que sa différentielle y est l'application h — —— .

2
a

b. Déterminer la différentielle de 'application de M, (R) dans R définie par A > det 4.
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Tout d’abord, il est a noter que lapplication déterminant est polynomiale. Il en résulte qu’elle est
trivialement de classe C' et donc, d’aprés le théoréme fondamental du cours, différentiable en tout point. Reste d

déterminer sa différentielle en un point A de M, (R) et, pour cela, on va calculer ses dérivées partielles en A.

(R). La dérivée partielle en A du

Soit E,; une matrice élémentaire de la base canonique de M,

déterminant selon la « i-j iéme variable » est :
det(A+hE, ) —det A
lim ]

h—0 h

Mais, en imaginant le calcul du déterminant de A—i—hE” par développement par rapport a la i-éme
ligne, on voit que det(A + hE, ].) =det A+ hD” ot DM est le cofacteur de A en position i-j. Finalement :

det(A+hE. .)—det A
Odet 1) — tim ( ) —D .
0. . h—0 h bJ

v

La formule fondamentale qui donne la différentielle a partir des dérivées partielles permet alors

d’affirmer que :
M (R) — R
d(det)(A) =15 = [n 1+ S b, D,
i,j 0,77 0,]
0

On peut condenser cette formule de la fagon suivante : peut-étre vous souvenez-vous que si A et B sont

deux matrices carrées, alors Zaijb” =tr('AB). En notant A la comatrice de A, il vient donc :
0

d(det)(A).H = tr ("AH)

4.  On munit M,(R) d'une norme d'algebre, c'est-a-dire d'une norme vérifiant :
VA BeM,R), |AB] <A]<[B].
On considere 1'application f: A+ A~ de GL£,(R) dans lui-méme.
a. Justifier que GL,(R) est bien un ouvert de M, (R).

-1
GL (R) = {M e M (R) / det M = 0} = det(R*) est limage réciproque d’un ouvert (ici R*) par le
déterminant qui est continu, c’est donc bien un ouvert.

b. Prouver, pour ||H || <1, la convergence de la série Z D"H" . Que vaut sa somme ?

Il s’agit d’une série d’éléments d’un espace vectoriel normé de dimension finie, sa convergence absolue

< "H”" qui est le terme

entrainera sa convergence. Or, puisque 'on dispose d’une norme d’algébre, ”(71)"}]"

général d’une série géométrique convergente puisque "H" <1.

I wL(fl)NHN+1 — I . Il en résulte, en passant a la limite et en

N
On calcule I + H) Z
k=0

N—+00
~+00
utilisant la continuité du produit matriciel, que (I + H)Z (—1)k H' = I.
k=0
+00
On prouve de méme que (> (—1)'H")(I, +H)=1, d'oi Z =(,+H)".
k=0

c. Prouver que fest différentiable en la matrice I, et donner df( I,).H.
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Pour H assez petit ("H" <1), (I, + HY ' = +if(fl)khﬂg =1 —-H JrZ(fl)ka . Or:
k=0

k=2
2
> it < S| =
S|l

On a donc écrit (I + ]—[)*1 = ]n*1 —H+ 0(||H||) : par définition, f est différentiable en la matrice I et
df(l,).H = —H

d. Calculer les dérivées partielles de fen la matrice I, dans les directions de la base canonique de M, (R).
Retrouver alors la valeur de df(I) .
(7, + )\E”.f1 -1

Pour i = j, on voit facilement que (I +)\Eij)71 =1 f)\E”. et donc que )\ }\*) -5 ;.
, ‘ , i e !

Par définition, la dérivée partielle de fen I~ dans la direction de Eij est donc —EM .
Pour i=j, I, Jr)\Eij est une matrice diagonale qui n’est pas trés difficile d inverser. Alors, compte-
1
tenu  du  développement  limité T =1—A+4+o0o), on trouwve encore dans ce cas  que
+
~1
!, Jr)\EM.) -1 B
A A—=0 4

Mais f est de classe C' car pour A € GL (R), la formule de la comatrice prouve que l'expression de At

fait intervenir des fractions rationnelles des coefficients de A d dénominateur (le déterminant) ne s’annulant pas.
On retrouve ainsi, grace au théoréme fondamental du cours, que f est différentiable en lidentité et (puisque l'on

connait la valeur des dérivées partielles en ce point), que :

of
df(1).H :Zf([n)hi h B, =—H .
i
e. Utiliser le résultat précédent pour calculer df(A), A étant un élément quelconque de GL, (R).

Pour H assez petit, on obtient grace d une mise en facteur de A :

+00
AT = AT — AT HAT > ()M AT ) AT

+00

2=

k=0

A+H) '=I, +A'H) AT =

= o("H”) et l'on en

St A

k=2

On prouve alors, comme on l’a fait pour la matrice I , que
n

conclut, puisque le terme A"'HA™' dépend linéairement de H, que df(A).H = —A'HATY.

5. a. Soit f une fonction de R? dans R. Donner, avec des quantificateurs, la définition de la continuité de f

au point (0,0), puis celle de « fest différentiable en (0,0) ».

On consideére la fonction définie par f(z,y) = zy :r2 — y2 si (z,y) = (0,0), f(0,0)=0.
+y

b. Prouver que fest continue sur R”.

Bien évidemment, le seul probleme de continuité de f se pose a l'origine car, sur R? —{O}, f est le

quotient de deuz fonctions polynomes (donc continues) de dénominateur ne s’annulant pas.

Par une majoration brutale, il vient :
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2 —

IQ +y2

— 0= £(0,0).

z
Y (z,9)—(0,0)

< |:ry

c. Prouver que fest de classe C' sur R?.

Cette fois encore, f est trivialement de classe C' sur R* — {(0,0)}.

En un point (z,y) autre que Uorigine, les calculs de dérivées partielles se font de maniére usuelle :

8 I27 2
I (g =y —+ay

2I2y2
(a” +y*)’

La encore, une majoration brutale permet de voir que —(z,y) — 0.
oz (z,9)—(0,0)

Reste a voir si f posséde une dérivée partielle selon x a ['origine, et si celle-ci est nulle. Si tel est le cas,

0 . )
on pourra en conclure que —f existe sur R? et qu’elle y est continue. Les calculs étant clairement analogues pour

x
0
a—f, on en conclura que f est de classe C' sur R?.
Y
0)— f(0,0
[0~ 0.0 o
T z—0
Lo g ey A of .
On en déduit, par définition méme, que 8—(0,0) existe et vaut 0. On a alors vu plus haut comment
x
conclure.
-y , 'f 'f : -
d. Prouver que les dérivées partielles secondes (0,0) et —=—(0,0) existent et son distinctes.
0zdy Yoz
. R o N
Soyons bien organisés : si (0,0) eziste, c’est la limite suivante :
0zdy
0 0
(0,0) = —(<L1)(0,0) = lim 2 g
0zdy oz 0y -0 T
2 2 2
— 2272 0
Mais, en un point autre que lorigine, — (z,y) = z v Y Ty T2 et done —f(L 0)==z.
Ay 7+ (z* +y°) dy
2
Finalement, en reportant dans la limite a déterminer, on obtient que 520 (0,0) existe et vaut 1.
0y

Cette fois encore, je vous laisse faire vous-méme en guise d’entrainement le raisonnement permettant de

92
calculer 5 g (0,0) et vous devriez trouver -1. Comme quoi « les dérivées croisées » ne sont pas toujours égales,

yoz

comme laffirment pourtant une certaine catégorie de personnes que je ne nommerai pas..

, . . . 0

6. a. Déterminer toutes les fonctions fde classe C' sur R? a valeurs dans R telles que 8—f(m, Y, 2) = oty — 1z
x

Attention d ne pas rédiger cela « a la physicien », on est ici en maths ! En effet, voici comment les

physiciens rédigent ce genre de truc (vous avez strement déja rencontré cela) :
af 2 — \ oo ‘
« =—(z,y,2) = 2y — 2z = (en primitivant par rapport a z) f(z,y,2) = ?y - ?Z + g(y,2z) ». Probléme :
x

ot sont les justifications ¢ Ou est la réciproque ?
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9 9 3 2
Des maths, maintenant : —f(L y,2) = 2’y —az o —|f(5,y,2) ——y+—2|=0 ;
oz oz 3 2
3 72 )
la fonction f(z,y, z)—?y—i——z a une dérivée selon z identiquement nulle sur R® convexe, on sait

alors d’aprés le cours que cela équivaut d Uexistence d’une fonction g de classe C' sur R? telle que :
3 72

T
V(y,2) € R?, f(Lw)*?er?z = g(y,2) .

of

b. Déterminer toutes les fonctions fde classe C' sur R? & valeurs dans R telles que 8—(1‘, y) = af (z,y) .
Y

Cette équation aux dérivées partielles ressemble a une équation linéaire du premier ordre, on va donc

adapter la méthode de résolution de ces derniéres :

a—y(z,y)— f(z,y)e ay( y) — af(z,y) =0
< (g(:fz y)—af(zy))e ™ =0
y

9 —ay | _
& 5| =0

& 3g:R = R, de classe C' telle que ¥ (z,y) € R?, f(z,y)e ™ = g(z).

R? convexe

7. Chercher les extrema des fonctions suivantes :
a. f(z,y)=2>+y* +azy avec a =1 puis a =4.
On recherche les points critiques de f en résolvant le systéeme :
of
% =0 20 +ay=0
of _ 0 < 2y +ax =0
dy
Finalement, Uorigine est le seul point critique et f(0,0)=0.

Mais pour a =1, f(z,y) =2+ +zy = (z + %)2 + %gf >0, f présente donc un minimum (global) a

& r=y=0 et cedansles deux cas a =1et a =4.

Vorigine. En revanche, pour a =4, f(z,y) = (z +2y)* —3y* et donc f(—2y,y) = —3y* <0 ce qui prouve que f ne
présente pas de minimum a origine (ne voyez surtout pas mes calculs comme astucieuz, ce ne sont que des mises
sous forme canonique de polynomes du second degré et c’est ¢a qui permet d’étudier leur signe /).

b. flz,y) =2 +y> —3ay.

On recherche les points critiques de f en résolvant le systéeme :

o,
gr Bt -sy=0 |t =y =y
ﬁzo 3y2*31’:0 yQZI yQZI
dy

On a donc deuz points critiques : O = (0,0) et A=(1,1).
Observons la formule donnant f(z,y) quand z et y sont proches de 0. En général, le terme prépondérant

sera celui du second degré (ici —3zy) et c¢’est lui qui déterminera le signe de f(x,y) : par exemple, pour T assez

petit, f(z,x) = —32% +22° < 0. Mais si ce terme saute, il n'est plus prépondérant | Notamment, f(z,0) = >0
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pour x positif assez petit. Finalement, on a dans tout voisinage de (0,0) des points dont le f est positif et d’autres
dont le f est négatif : f ne présente pas d’extremum, méme local, en (0,0) .

Au tour du point A = (1,1). On doit étudier, pour h et k assez petits, le signe de f(1+h,1+k)— f(1,1).
Mais f(l+h1+k)—f,1)=...=3h>+k* —hk+h*> +&%) : et ld javoue que, sans indication, vous avez peu de

chances de trouver. Avec mes excuses | Passons en polaires en posant v = \h> +k* , ainsi dire que h et k tendent
vers 0 revient & dire que la seule variable r tend vers 0. Alors :
FA4h1+k)— f(1,1) = 3r*(1 — cosOsin 6 + rcos” 0 + rsin® 9) .

Maintenant, il reste a réfléchir au signe du terme entre parentheése pour r petit... je vous laisse faire et

vous donnerai la réponse la prochaine fois.
c. f(z)=|cosz| pour z€C.

Attention, l'expression d’un module cache une racine carrée, et donc des problémes de dérivation des que
ce qui figure sous la racine s’annule ! Ici, ce n’est pas vraiment un probléme puisque, par positivité, les points
d’annulation de f sont des minimums globauz de f, et donc il n’y a pas besoin de théorémes de calcul différentiel

pour les étudier. Autre maniere de court-circuiter le probléme : dire que f étant positive, les extrema de f sont les

mémes que ceur de f2. C’est avec cette derniére remarque que 'on traitera exercice. Alors,, pour z =z + iy,
2 2 2

g(z,y) = |cos z| = |cos(x + 1y)| = |cos z cos(iy) — sinxsin(iy)| = cos® zch? y +sin® zsh? y . La recherche des points

critiques conduit donc a la résolution du systéeme :

—2005msinmch2y+2005xsinxsh2y:0 {QCosxsinmzo

r=kZ (keZ)ety=0
chyshy =0 2

2cos? zchyshy 4 2sin® zshychy = 0
Les points critiques correspondant a z multiple impair de g correspondent aux annulations de f, ce sont des

minima globauz. Quant aux points critiques de la forme z = k7, ce sont des points en lesquels f prend la valeur 1.

Mais ces points ne représentent pas des extrema de f: en effet, pour x réel proche de km mais différent de km,
|f(m)|2 =cos’ z <1 et, pour y non nul proche de 0, |f(]{77( + iy)|2 =ch’y>1.

d. Soit f(z,y) = (z* —y)(3z* —y). Prouver que la restriction de f & toute droite passant par (0,0) posséde
un minimum en O, mais que f ne posséde pas de minimum en (0,0) . Expliquer ce paradoxe.

Sur la droite =0, on a f(0,y)=y>>0 ; de méme, sur la droite y=0, on a f(z,0)=3z" >0 ;
enfin, sur la droite y = ax avec a =0, on a f(r,az) = (z° — az)(32° — CLI)EG,QIQ > 0. Puisque f(0,0)=0, on en
déduit bien que f présente un minimum en (0,0) sur toute droite passant par (0,0), mais ce minimum est local (a
cause de l'équivalent). Enfin, f(x,QxQ) =—z'<0 pour x asse petit, ce qui prouwve qu’il existe dans tout voisinage

de (0,0) des gens dont le f est négatif : f ne présente pas de minimum en (0,0) .

9. On définit l'ouvert U de R? suivant : U :{(Ly) eR? /z>0,y> 0}, et 1'on cherche les fonctions f de

1 s
classe C* sur U vérifiant :

oa__v 9y
0r 1+ay 2
of «x «Q
a_y_1+xy T

a. Déterminer, grace a un théoreme du cours, la seule valeur du parametre o pour laquelle f peut exister.
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A priori, f est de classe C* sur U mais la valeur de ses dérivées partielles prouve qu’en réalité elle y est

9’ 9’
de classe C*. Le théoréme de Schwarz s’applique donc et affirme que lon doit avoir / = / . La seule
O0zdy  Oyox
valeur du paramétre o qui convienne est (tous calculs faits) o =1.
b. Donner, pour cette valeur de o, une solution du systéme proposé.
0 , . )
Une fois encore, attention o la rédaction ! Pour que of -4 9 , Il suffit (les Physiciens disent

Or l1+umzy 42
que « cela entraine », ce qui n’est pas justifié) que f(z,y)=In(l+ xy)—i—g—i— g(y) ot g est une fonction de classe
x

1
C' (on s’est contenté de primitiver par rapport d z). Alors ﬁz L +—=+4'(y) et le choiz de ¢'(y)=0

oy l+azy =

s'impose naturellement. Finalement, on est certain que f,(v) = In(1+ zy) + 2 est une solution du systeme.
T

c. Donner toutes les solutions du systeme.
of _oh (o4

G P
ox Oz N ox .
ﬂ:% —8(f7f"):o
dy Oy dy

U étant conveze, on peut (d’apres le cours) en conclure que cela équivaut d ce que la fonction f— f soit

Alors, f est solution du systéme si et seulement si

constante.

11. On consideére le « paraboloide hyperbolique » d’équation z = zy .
a. Déterminer I’équation du plan tangent & ce paraboloide au point (a,b,ab) .
On applique directement la « formule » du cours en posant f(z,y) = zy . L’équation de ce plan tangent

s’écrit :

Z —ab= g(@b)(Xfa)ng(cub)(be) =bX—a)+ay —0).
ox dy

b. Déterminer I'intersection de ce plan tangent avec le paraboloide.
On cherche les points de coordonnées (x,y,z) vérifiant le systéme :

z =1y o = N J:y:bxqtay—ab@ (z—a)y—0)=0
z—ab=0b(zr —a)+aly — ) z=br+ay —ab z=br+ay—ab z="br+ay—ab

On obtient donc la réunion des deux ensembles suivants :

T=a ; y==>o
e )
z2="br+ay—ab z="br+ay—ab

qui s’avérent tous deux étre des droites (intersections de deux plans).

12. Soit U un ouvert de C et f:U — C. On dit que fest holomorphe au point a € U si \ hn}? Cw
—0, he

existe dans C. Pour z =z +1iy € U, on note f(z) = P(z,y)+iQ(z,y), P et Q étant & valeurs réelles.

Prouver que f est holomorphe en a si et seulement si f est différentiable en a avec les conditions (dites « de

Cauchy », encore lui !) : Z—P(a) = %(a) et 8—P(a) = —%(a) .

oy dy oz
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Supposons f holomorphe au point a, et notons o la limite de

Jlath)— fla) h}i —f(a) =a+o(l), ou encore fla+h) _hf(a) —ah h—>00 ; le terme oh

dépendant linéairement de h, on en déduil, par définition méme, que f est différentiable en a et que sa
différentielle y est l'application h — ah . Posons o« = ¢ +id avec c,d € R .

fla+h) - f(a)
h

quand le complexe h tend

vers 0. On peut alors écrire

Alors, puisque (1,1) est la base canonique de C, on sait que :

of

8f() df(a)l=a=c+id et =(a)=df(a)i=cai=—d+ic.
o1 o

Par ailleurs, ﬁ(a) or —(a)+1i %(a) et ﬁ( )= a—P(a) + i%(a) , d’ou les formules demandées en
01 oz oz oi dy oy

identifiant partie réelle et partie imaginaire.

Supposons [ différentiable en a avec les conditions a—P(a) :%(a) et a—P(a) = 7%(11). On peut

Oz dy dy oz
alors écrire, pour h=u+iv (u,v €R):
f(a+h)= f(a)+ df(a)-h+ o)
of of
_f() ax() Jray( U+o|h|
= @+ 2 (01129 0y 1 O (0 1129
= fla)+ G @u i e+ Z (o +18y()v+o(|h|)
- a_P % U — 99 1—P v
Cau_c}lyvf(a)+8x() U1 (%() 63:() v+ 6:1:( +0|h|
= f(a) + (Z]:( )+1?}—Q( ))(u+iv)+o(|h|)
:f(a)+uh+0(|h|) avec OL:Zi( )+i 88_;61;2()

w — a : fest holomorphe en a.

On en déduit facilement en divisant que .
h—0
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