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SERIES ENTIERES

1.  Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

a. »Innz" b. Zn(‘l)nz” c. Z(Snnjz” d. Y niz" e. Y cosnz"
2 -
f Z(%”er—ij" 9. Y [e"):" h. Yeostny™ i Z(u%yz?"! . ysinng

n

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zanzn dans les cas suivants :
a. a, estle nombre de diviseurs de I’entier non nul n.

b. a, estla n°™ décimale de e.
c. a, estle nombre de chiffres de I’écriture en base 7 de n!.
d

' <o <la|<B.. - . o . '
ona 0<a, <(a,[|<B,, et les deux séries entiéres W2 et ,2" ont le méme rayon de convergence

3. On se donne une série entiere Zanz“ de rayon de convergence R. Que peut-on dire des rayons de convergence des
séries entiéres suivantes ? :

3n+1 a, n 2N "
a Y az b. Z—n”+lnn+1z c. Y az d > a, L} (en supposant R=0)

4. Rayon de convergence et somme des séries entiéres suivantes :

2n 3n
2.n X Z
a. y.n’z b. 22n+ c. Z(?m)!
D" on i n n®—2n?+3n—2 ,n
d. Zn(n—l) X e. Y sin(ng)z .y = z
Xn n N eme - 2z - ; -
g. E @iy h. E a,z’ ou a, estle n™™ chiffre de I’écriture décimale de 5/12.

5. Convergence d’une suite au sens de Borel
Soit (a,) une suite de complexes convergeant vers |. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

n
Zan% .On note S(z) sa somme. Déterminer la limite, quand x réel tend vers +oo , de e 7*S(x) . Réciproque ?

6. Soit Zanzn une série entiére de rayon de convergence 1, et de somme s(z). On note S, =a,+& +...+4a,-

Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére anz” .

(7.) Théoréme d’Abel
Soit Zanzn une série entiére de rayon de convergence 1, telle que la série Zan converge. Prouver que la série de

+00
fonctions Zanz” converge uniformément sur [0,1] (on écrira a, =R, ; — R, avec R, = Zak ). Que peut-on en déduire
k=n+1
?
Application : on se donne deux séries de complexes convergentes. Prouver que si leur série produit de Cauchy
converge, sa somme ne peut qu’étre égale au produit des sommes.



. . . g .4 . .
8.  Soit p un entier non nul et (a,) une suite de complexes non nuls vérifiant lim—-" == 0. Déterminer le rayon de
o0
n

convergence de la série entiere > a,x" .

9. On recherche les fonctions f de classe C* de R dans R telles que pour tout x de R, on ait f'(x) = f(Ax).

a. Prouver qu’une telle fonction, si elle existe, est de classe C*, et déterminer f® pour tout entier n.

b. On suppose A dans ]-1,1[. Prouver, grace a une formule de Taylor, que f est développable en série entiére sur R.
Prouver dans ce cas que I’équation fonctionnelle étudiée posséde des solutions.

10. Développer (si possible !) en série entiere autour de O les fonctions suivantes :
X

a. In(l— 2Xcoso. + xz) b. arcsinx c. e‘XZJ. e dt d. arctg(x+1)
0
% X « n
e. —X° f. J.L . = h. J.cos xcost)dt
1+ X+ X2 3 1+t7 4t I 1% ! (xcost)

X
11.  a. Prouver que I’application f : x> & x_l , convenablement prolongée en 0, est de classe C* sur R.

X

En déduire que I’application g : x > —X T convenablement prolongée en 0, est de classe C* sur R.

b. On désire maintenant prouver que g est développable en série entiére sur ]-1,1[. Prouver que si g est somme de
la série entiere > a, x" sur J—h,h[ (h non nul), alors les a, satisfont aux formules de récurrence :

a;=1

®): a
a, +

1 =0 Vn>0.

%
2 Tt D)
c. Prouver que le "systéme infini* (S) posséde une unique suite solution (a,) et que I’on a pour toutn : |an| <1.
d. Conclure soigneusement.

12. Chercher les solutions développables en série entiére des équations différentielles suivantes :
a. xy"+y+xy=0. b. 4xy"+2y'—y=0. c. (1=xx3y" —x(L+X)y +y=0.

n .k
13. Onpose R, = % . Prouver que pour tout réel r >0, il existe un entier positif q ayant la propriété suivante : pour
k=0 *

tout n>q, toutes les racines complexes de P, sont de module supérieur ar.
14. Prouver que la version trigonométrique du théoréme de Stone-Weierstrass entraine la version usuelle de ce théoréme.

15.  Développer en série entiere41+ x pour x réel élément de ]-1,1[. On note Zanxn ce développement. Calculer,

2
pour z complexe de module strictement plus petit que 1, (Zanz”] . A laquelle des deux racines carrées du complexe
n=0

00
1+z lasomme » a,z" est-elle égale ?
n=0
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